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INTRODUCCION. o B

INTRODUCCION.

Esta tesis esté escrita suponiendo que el lector domina el lénguaje de la geometria

algebraica pero no necesariamente la teoria de los campos vectoriales holomorfos. Dentro
de estos limites hemos intentado escribir un trabajo "self—contamed" .
Dada una ecuacién dlferen(:lal ; :
T dy  plz,y)
(1) . it

nos interesa encontrar un criterio para determinar si (1) tiene una primera integral racional.

, p,4 € Clz, ],

Mas exphc1tamente una primera integral racional es una expresmn = = A, con P,Q €

Clz,y] tal que '
d < g) A (p(z, y)dz — g(z, y)dy) = 0.

Una solucién algebraica de (1) es una curva plana irreducible f(z,y) = O., tal que .-

f | df A (p.dz — gdy), ademés (1) tiene un ndmero infinito de soluciones algebraicas si y
sélo si tiene una primera integral racional (1.3.4). Si fuera posible encontrar una cota para
el grado d de la solucién general de (1) en términos del grado m de p é ¢ tendriamos una
respuesta al problema de determinar la integrabilidad algebraica de (1), en el sentido de
" que toda solucién algebraica de un grado fijo puede determinarse resolviendo las ecuaciones

algebraicas dadas por

- fldf A(pde — gdy). |
El problema de encontrar una tal cota fue estudiado por Poincaré a fines del siglo
pasado, en general es imposible resolverlo como muestra el ejemplo dado por la ecuacién
pydz — gzdy = 0 (p,q € Z) que tiene primera integral 3’1—: =A
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Luego de los trabajos de Poincaré, que pudieron dar respuesta solo a un ntimero muy

reducido de casos, el problema cayé en el olvido hasta que en 1991 aparecié pubhcado un
trabajo de Cerveau y Lins Neto ([C-LN]). En este trabajo se demuestra que:

Si C es una curva plana .reducida,tal que todas sus componentes son solucién de una
ecuacion de grado m y C tiene sélo singularidades nodales entonces deg(C) < m + 2.

Por un lado este resultado da respuesta a un problema m4s general que al estudiado por

Poincaré pues investiga ecuaciones algebraicas con una solucién algebraica y no con todas -

sus soluciones algebraicas, por otro lado es sélo una respuesta a una especie de Problema
débil de Poincaré pues impone en las hipétesis condiciones sobre la curva C.
Més tarde, en 1992, M. Carnicer probd que: ‘ :

Si (1) no tiene singularidades dicriticas entonces d <m+2 (M]).

Hacemos notar que en [M] el término dicritico tiene un significado distinto al que usamos

- ‘en nuestro trabajo y que el conjunto de casos con51derado por Carnicer tlene interseccién

vacfa con el caso de primera integral racional. _
En este trabajo estudiamos la siguiente versién del problema de Poincaré (al que lla-
maremos en ocasiones el problema de Poincaré reformulado):

Problema de Poincaré. Dada F una foliacidn en P? con primera integral racional,

acotar superiormente el grado d de una solucidén general por medio de una cota que dependa

- de F (esto es, una cota que no presuponga ninguna informacién sobre las so]umones)

St suponemos ademas que todas las smgulandaes de F son de multlphcldad uno, en-.

tonces a cada punto singular es posible asociarle un par de némeros enteros primos relativos
(us, v;) (el cociente de los valores propios de la parte lineal de F én ese punto, vea 1.4.2).

Una cota para d que dependa de estos pares serfa una solucién al Problema de Poincaré.

En esta tesis resolvemos el problema de Poincaré para dos clases de foliaciones:

1( Teorema 2.5.5 y Corolario 2.5.6) Si F tiene singularidades de mu1t1p11c1dad' '

uno y todas son de t1po (1,1) 6 (1,-1), entonces

=2d—2.

(Esto es una solucién incluso para el problema de Poincaré clésico).

2 (Teorema 38.3) F tiene singularidades de mu].tipljcidad uno y todos los nodos (puntos

singulares con u;.v; > 0) cumplen v; > 2u;, y al menos dos nodos tienen u; > 1.

En el CAPITULO I se desarrolla la teoria bésica de las foliaciones holomorfas en P? (la
versién proyectiva de los campos vectoriales holomorfos), en éste capitulo no se presenta
ningdn resultado original. Los epigrafes 1.1, 1.2 y 1.3 son una versién simplificada de
algunos pasajes del libro de Jouanolou ([J]). En los epigrafes 1.4 y 1.5 se establecen algunos
resultados bésicos sobre singularidades de foliaciones con primera 1ntegral racional, todos
b1en conocidos (vea por ejemplo, [P1]). -
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En el CAPITULQ 11 se plantea la formulacién general del Problema de Poincaré.” El 3

capitulo comienza con pruebas modernas de algunos resultados de Poincaré (llamados aquf

férmulas de Poincaré), y que relacionan al grado m de la foliacién con el grado, géneroy

tipo de singularidades de la solucién general. La importancia de estas demostraciones es
que permiten extender estos resultados a superficies algebraicas en general.

En 2.4 los ejemplos que demuestran que la formulacién clésica del problema de Poin-
caré no puede ser resuelta en general son presentados. El ejemplo 2.4.1 es probablemente
conocido desde la época de Poincaré. El ejemplo 2.4.2 es asimismo elemental, pero al
parecer nuevo y demuestra que no sélo el grado sino también el genero de la solucién

general no puede ser acotado por el grado de la foliacién.

El epigrafe 2:5 es una "variacién sobre un tema de Poincaré". El objetivo es probar el:

Teorema 2.5.5. Sea F una foliacién irreducible en P? con singularidades de V&ZOI'.eS..

propios (1,1) 6 (1,—1). Si F tiene primera integral racional f : P? — P!, entonces todas las

fibras de f son curvas reducidas y la cerradura algebraica de la fibra general es una curva
no singular que mtezsecta tr ansvelsalnzente cualquier otra curva obtemda como cerradura

- de una fibra de f.

Este Teorema se deduce de una serie de resultados establecidos por Poincaré (vea [P1]). -

Sin embargo, el teorema o fue explicitamente enunciado y en la demostracién de los pasos
intermedios existen algunas lagunas. Hemos restaurado y completado la demostracion

déndole, eso pretendemos, un espiritu moderno. La importancia de esta demostracién es

que el argumento usado puede extenderse al caso de superficies racionales.
Este teorema 1mphca umhzando la Férmula I de Poincaré (2.2), que en este caso 2d—2 =

nt.

‘rencia. Hemos elegido esta presentacién, primero los resultados en P? y luego su extensién
a superficies més generales, en primer lugar porque pensamos que hace mds comprensible
el texto y en segundo lugar porque resalta la importancia de los resultados obtenidos.

El CAPITULO IH esta dedlcado a probar el

Teorema 3.3. Sea F una fohaaon en P?, con primera integral racional f:P?— IE”1
con singularidades aisladas de multiplicidad 1 y tal que en todos sus nodos v; > 2uz,

supongamos .ademds que existen al menos-dos nodos con u; > 1. Sea S la superﬁcze'

obtenida al eliminar el ]uvaz de indeterminacién de f. Entonces

?;d < BL(S, TS)

“]

La idea fundamental que se introduce aquf es el estudio de las variedades de curvas
planas equisingulares en conexién con el problema de Poincaré. Dada Cp solucién general
de F calculamos una cota inferior para la dimensién de la variedad £¢(Cj) de curvas
planas equisingulares a C;. El préximo paso es interpretar un abierto U C £¢(Cp) como
un espacio base para una deformacién de S. Esta es la idea general de cémo obtener la .
desigualdad que aparece en el teorema. -

El epigrafe 2.6 se ocupa justamente de las orenerahzamones a las que hemos hecho refe-




viii - o _FOLIAC]ONES EN P? CON PRIMERA INTEGRAL RACIONAL.

Es facil ver qué fz.i(S, TS) depende sélo de los valores (ui,v;) de F en las singularidades
de tipo nodo. De este modo, bajo las hipdtesis del teorema el problema de Poincaré ha
sido resuelto. - -' ' ’




CAPITULO @

FOLIACIONES HOLOMORFAS EN P?

Todas las variedades que se consideran son C-variedades algebraicas. Por P? denotamos

el plano proyectivo complejo, el plano afin serd denotado indistintamente por A* 6 c.

Un fibrado vectorial serd denotado por una letra mayutscula y el haz de sus secciones

por la misma letra en cursivas, en particular TP?, TP? denotan respectivamente el fibrado

y el haz tangente. Una excepcién se hard cuando tratemos del haz Op:(n), el fibrado

correspondiente serd denotado por H®", donde H es el fibrado asociado al divisor de -
rectas en P2. Asimismo el fibrado asociado a £(n) = (n) ® Op(n) ser denotado por L(n).

En este capitulo establecemos varias definiciones y resultados elementales sobre folia-
ciones holomorfas en P. -

1.1.Foliaciones, definiciones bésicas.
' ' L4 " . ! oy v L 2 - " . e
1.1.1. Definicién: Una foliacién holomorfa F en P* es un morfismo no trivial
9
F:L—-TP,

médulo multiplicaéién por una constdnte, donde L es un fibrado en rectas sobre P2 y TP
el fibrado tangente de P2, (equivalentemente F € PH(P%, TP ® L™1)). ‘

1.1.2. Notemos que como consecuencia de la sucesién de Euler:

00— Op — OF(1) = TP*— 0,

foliaciones holomorfas para L = H®™™, m > 0. El conjunto de las foliaciones holomorfas
con L fijo tiene una estructura natural de C-espacio proyectivo.

Definimos . :
Y(m) = {campos de direcciones en P? de grado m}

1
oz
i=0 ¢

=P <ZY-—6—_,Y2 € HO(P2, Op:(m)) médulo G.R,

. GeH®, opz(m—n),R:E.xié%),
: i =0 i .

- Typeset by ApmS-TEX

HOPL TP @ £1) # 0, si y s6lo si (HO(P%, L1 ® Opa(1))® # 0, esto es, iy s6lo si
HOP?%, L1 ® Op:(1)) # 0, lo que implica L = He-(m=1)"'m > 1. Asf que sélo existen
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W(m) == {1 — formas proyectivas en P? de grado m}

=P (E wydm;, w; € HO(P?, Op (m)) y tales que szu; = 0)

i=0 : : _ i=0

y finalmente ‘ )

F(m) = {foliaciones en P* determinadas por un morfismo F : H®™™ — TP?}

1.1. 3 Proposicién. Los C-espacios vectoriales asociados a Y(m), W(m +1) y
F(m — 1) son isomorfos.

N

Prueba. Para probar el isomorfismo entre Y(m) y W(m 4 1) se considera la sucesién:
(HO(IP* Op: (m))3 (HO(B%, Op: (m + 1))* 25 HO(P2, Opa(m + 2)),

donde g

o(Y0, Y1, Y2) = (21Y2 — Yize, —Yamo + Yoz2, oY1 — 71Y0)

5(w0,w1 wz) = (mowo -'171w1:"172w2>

Bs f4cil comprobar que ‘
Ker o= {(20G, 21G, 2:G), G € HOB2, Ops(m — 1))}

- Ademés, esta sucesién es justamente el complejo de Koszul asociado a la sucesién regular
(zg, T1,22) en Clzg, T, zo], de donde se sigue que la sucesién anterior es exacta.
Para probar el 1somorﬁsmo entre Y(m) y F(m — 1) se considera la sucesién de Euler

0 — Op — O0p(1)® — ’I]P’"——> 0,
v la Sucesién de ﬁbrados asbciada: |
0= Lt (L‘l)(l)@3 — TP Q L7 —0,
donde L = H ®—(m—1), paéando a la sucesién en‘cohdmologfa.‘ se obtiene:
0 — HO(P2, H®™1) —>.(H°(‘IE’2,H®"’))3 — HYP, TP ® L) — 0,
como « estd dado por a(G) = (:coG, 2,G, 2oG) tenemos el isomorfismo deseado.

QE.D. .

Notemos que

dlm@f-'(m—l) dlmlP’.Z’:IO(IP’2 T]P’2®H®m 1)
= 3dime HO(B?, H®™) — dimg HO(P?, HE™1) —
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3(m t1(m+2) mm+1) 1=m?+4m+2

2 2

1.1.4. Fmalmente notamos que dado F : L — TP? la restriccién a un plano afin C?

determma
- Fagint L L_z—ﬁ T(C‘

pero H 1(C2 OZ?) =0, luego L lc2 es trivial y
R € PEYC,TCY),

esto es, un campo vectorial en C?, médulo multiplicacién por una constante.

1.1.5. Definicién. Dado F:L— TP? llamamos grado de la foliacién 7 al grado del E

campo de direcciones asociado a F.

Notemos que segin esta definicién F(m — 1) = {espacio de foliaciones de grado m}. '

F(m — 1) tiene una estructura natural de variedad proyectiva de dimensién m? +4m + 2.

i 1.2. Singularidades de foliaciones.

1.2.1. Definicién. Sea F € H O(P?, TP*®L1) una foliacién. Definimos el lugar singular
de F, SingF comio el conjunto de ceros de F, SingF := Supp(F)o. :

Notemos que de acuerdo a los isomorfismos establecidos en 1.1.3 el lugar singular de F |

‘puede ser definido equivalentemente como: |
~a){peP?: F,: L, — T,P? no es inyectiva.}
b){peP?: M@)HU Ya(p)] =p-}

cHp € P?: wo(p) = wi(p) = wa(p) = 0.}
Hay dos casos a considerar: SingF es unién'de puntos aislados 0 S ingF contiene alguna

curva. Si .S’mg}' es umon de puntos aislados decimos que F tiene °1Lgu]ar1dades aisladas. -

1.2.2. Supongamos por el momento que F tiene smgulandades alsladas

Dado F: L — TP? y p € SingF cosideramos un plano afin A’ que contenga a p, sea

Y el campo vectorial asociado a F |42 Es evidente que p es un punto singular de Y.
~ Supongamos que Y estd determinado por: : '

¢=‘mw
y—m@y)

'Definicién. La mult1phc1dad de F en p, mult F se deﬁne como
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En particular -si pe P? — SingF, mult,F = 0.

1.2.8. Teorema Sea F una foliacién de g.rado m en P? con s111gu1ar1dades azs]adas

entonces: ‘
' Z mult,(F) = m? +m + 1.
peEP? -

Prueba: Consideramos la sucesién de Euler tensorizada:
| 0—L ' — (L (1)"1)693 — TIP’2® It = 0,
el niimero de ceros de una seccién de TP? @ L7! es 1gual ala segunda clase de Chern

c(TP2 @ L71).
De la sucesién exacta anterior obtenemos una igualdad de pohnomlos de Chern -

'C(L_I)C(TP“ ® L) = ((Z7H(1)%).
Pero el anillo de cohomologfa de P? es isomorfo a Z[t]/#3, y por otro lado ¢, (L(1)~ 1‘) =m

Sustituyendo en la igualdad los polinomios de Chern de L7t y (L(1)™1)® y reduciendo
médulo t° se llega al resultado. Q.E.D. v L k

- '1.24. Dada F: L — f[’IE"’2 tal que SingF __contiene una curva es posible asociar a F.
una foliacién con singularidades aisladas. El procedimiento es particularmente sencillo si -

trabajamos con 1-formas proyectivas, sea

w = kwoda:o + wldx]_ + wodzs

y Fy es la foliacién asociada por €l 1somorﬁsmo establecido en 1 1.3, del hecho de que

SingF, contiene una curva, digamos de ecua(:lon F =0,y de que SingF,, = {p €P?:
wo(p) = wi(p) = wa(p) = 0} se sigue que F | wi,i=0,1,2. :

De modo que toda componente de SingF es un divisor comin de los w;. Inversamente'
si F' | w; entonces (F = 0) C SingF. Asf que si llamamos F = m.c.d.(w;), la foliacién F

determinada por

: 1 .
D = F(wodmo + wlda;l + wadzs)

tiene singularidades aisladas.
1.8. Hojas algebraicas y primera integral racional.
1.3.1. Definicién. Sea S una curva analitica en‘IP’2 esto es una variedad compleja

analitica de dimensién 1 S es llamada una hoja de la fohac1on F si para todo punto
pES,

f(LP) = :Z}’Sa
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donde L, es la fibra de L en pyT,S la recta tangente a S en p. S serd Ilamada también

curva mtegral o curva solucién de 5’-' :
Definiciones equivalentes pueden ser- dadas en término de campos de direcciones o 1-

formas proyectivas. Por ejemplosiY =3 Y es el campo de direcciones asociado a F,

S serd una solucién si para todo p.€ S la recta generada por py (Yo(p) : Yi(p) : Ya(p))
coincide con la recta tangente a S en p..

1 3.2. Un caso partlcularmente importante ocurre cuando la clausura S de S es una

curva algebraica.
Supongamos que F tiene smgularldades alsladas

Definicién-Proposicién. Una curva. algebraica irreducible C de ecuacién F = O es

llamada una solucién. algebralca de F si alguna de las siguientes condiciones eqmvalentes

se cumple:
- a)F ] dF N w.
8F '
)Vp eC- S’mg?—' F(L [c) = TC
Debemos comprobar, primero que esta definicién es un caso partlcular de la definicién
- 1.3.1 y segundo que las tres condiciones enunciadas son equivalentes. Veamos:

La condicién c) expresa que para cada p € C, F(L,) es igual a T,C 6 F(L,) es el
morfismo trivial, esto .es, si p € C — Sm gF entonces F( p) =T, C asf que C — Smg.?—' es
una hoja de la foliacién F.

- Resta probar las equivalencias entre a), b) y c). Para esto notamos que via la identifi-
cacién T,P? = {unién de rectas en P? a través de de p}, el morfismo F hace corresponder

a L, la recta generada por p y (Y;(p)). Luego si Vp € C, FLlp) CLC, p=(To:%1:%2) :

Yy p no es un punto singuler tenemos que F (Lyp ) esté dada por

$2—£1=K(P)7 Z=0:132

<p)( -)=o

¥, por otro lado, T,C tiene ecuacién Ez—o 52

Luego pai‘a pE C- SingF, F(p) =

es finito -

F]ZY'(%Z

' | oF
Inversamente puede verse del mismo razonannento que F | > Y, — ™ implica
1

F(Lle) CTC.
-~ La equivalencia entre a) y b) es consecuencia del modo en que fue deﬁmdo a en la
prueba de 1.1.3 y de la ecuacién de Euler:

ng_z_d F

(p) =0, luego como Smg}" '
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donde d = grado(F).

1.3.3. Definicién. Sea R una fraccién racional homogénea irreducible,esto es R = £,
degF = degG = d. Decimos que R es una primera integral racional de F si dRAwx =0
(equivalentemente si dR = uws para alguna fraccién racional u), donde wr es la 1- forma

proyectiva asociada a F.

1.3.4. Teorema. Supongamos que F tiene singularidades aisladas. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:
i)F tiene infinitas soluciones algebraicas.
ii)Todas las soluciones de F son algebraicas.

iii)Las soluciones de F son las componentes irr educ1bles de un pincel de curvas p]emas ’

AF + puG =0, con F y G irreducibles.
- IF tlene una pnmera integral racional R = —g—

Prueba iii) 1mphca i) y ii) 1mphca i) son evidentes. Falta probar iv) implica 111) y i)

implica 1v)

Para probar iv) implica iii) basta probar que si f = 0 es una componente irreducible

del pincel AF 4 puG = 0 entonces f = O es solucién algebraica de F.
Supongamos que .

(1)' o . F+IG=fh

y que f no divide a h.
Tenemos que para algun polinomio homogéneo v

vw=G-d(F+lG)—(F+ZG)-dG,

asi que:

(2) | e £ lowndf — (G ‘( (fodh+a fo7hdf)) — F*hdG)) A df.

iii).
Falta probar i) 1mphca iv):

Denotamos por A = Clzg, 1, 2}, K = C(zg, 1, z2). Comenzamos probando el siguien-

te: _ .
Lema. Sean fi, ..., f. € A tales que m.c.d.{f;} = 1. La aplicacién lineal

$:C" = ke

n

4
-2

es inyectiva.

Ademés es claro de (2) que f" oy que f* no divide a v. Esto demuestra iv) 1mp11ca .
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Prueba. Sﬁpongamos que tenemos:

dfl )\ dfn
A et A

Sea Z; = (f; = 0) Por el teorema de los ceros de Hilbert existe a € Z; — Uacj<nZ;.
Sea L una recta afin no contenida en Z; que pase por a Y ~: C — C? una parametriza-
cién afin de L con 'y(O) = a. Sea g; = f;07, las funciones oy i=1,..,nson regulares en 0,

(1) = 0.

Imentras que Z’ tiene un polo simple en 0 de residuo la mult1phc1dad 7 de 0 como raiz de

. De (1) se deduce que:

I

MLt W& o,
. q1 dn

en C((2))-

Por lo tanto sﬁ resuiuo en cero. debe ser 0, asf que rA; = 0. Q. E.D.

Sea { ﬂ} = 1 ..n un conjunto de soluciones de F y con51deremos la aplica.cién‘ lingal o

¢:C"— Qe

Zm )/\w

i=1

~

Se mostrard que si dim¢ Ker ¢ > 1 entonces F tiene primera mteg'ral racional. Sea

{q} la base candnica de C" y sean ’
: 7. :
u=Y we,
i=1
' n
v= Zﬂieé
=1

(i, B; € C).

Supongamos que u y v son dos elementos linealmente 1ndepend1entes de Ker¢. Existen
dos polinomios K, y Kz tales que si F = fi...f,

i=1 fi F
“~ dfi _Kpg
;ﬂz A

por el lema anterior tanto K, como Kj son distintos de cero, de aqui se deduce que:

Kq
d(—K}—?ﬁ)/\w—i——fp—dw=O
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Ks

K
=) Aw+ ﬂdw—o

de donde d(i‘—‘l) Aw = 0.

Asf que 7 -Jl es primera integral de F, si F tlene un ndmero infinito de soluciones alge-
braicas podemos escoger n > dzch act 1 y obtenemos el resultado.

1.3.5. Inversamente a lo probado en 1.3.4, dado un pincel irreducible AF 4+ uG = 0 es
F

posible construir una foliacién con smgularldades aisladas F tal que R = % es primera

1ntegral racional de F.
Para esto basta considerar @ = dF -G —dG - F'y Iuego aplicarle a @ el proceso de
reduccwn exphca.do en 1.2.4.

1.4. Puntos singulares de foliaciones con primera integral racional.

1.4.1. Sea.F : L — TP? una foliacién holomorfa con primera integral racional. Supone
mos ademés que F tiene singularidades aisladas y que todas las singularidades de F son
de multiplicidad 1. Recordamos qué significa esto.

- Dado p € SingF sea A® una carta afin conteniendo a p, suponemos que en las coorde-
nadas afines correspondientes p = (0,0). Restringida a esta carta F da lugar a un campo
vectorial algebraico : '

~

z = qi (17, y)
o 9 = ax(z,y),
la condicién F tiene singularidad de multiplicidad 1 significa: |

Ocz,0,0)

=1.
(g1, ¢2)

- dimg

En otras palablas las curvas afines ¢ (w y) =0y gz,y) =0 tienen interseccién
transversal en el origen. Esto implica en partlcular que si tomamos el desarrollo de Taylor

del sistema de ecuaciones anterior

(5)=0ten (5) +ten (5) =

donde @ = (g1, g2), entonces DQ | (o) tiene valores propios distintos de cero.
Después de un cambio lineal de coordenadas podemos suponer que el sistema anterior

es de la forma
(”3) = J(x> + ..
y vy,

~donde J es una matriz de Jordan.
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1.4.2. Proposicién. Sea

6

‘un campo vectorial en C* asociado a una foliacién con primera integral racional y con,

singularidades de multipicidad 1. Entonces J satlsface

1)J es una matriz diagonal.
2)Los valores propios u,v de J son distintos de cero.

3)L Q.

Prueba. 2) es consecuencia directa de que las singularidades de F son de multiplicidad

1) Recordamos (véa [A] para los detalles) que dado un campo vectorial holomorfo en
C? con parte lineal A # 0: ' :

o o | (;) ='A_(’§)+---

decimos que los valores propios A, A2 de A son resonantes si

A1 =mAL + Mo, m; € Z+, my+ms > 2

(similarmente si intercambiamos A; ¥ Aa).
El Teorema de Poincaré asegura que si los valores propios de A no son resonantes

entonces (1) puede ser reducida por un cambio formal de variables a

() ()

‘Ademés si ell"campov vectorial es polinomial el cambio de variables es también polinomial.

Para la prueba de la parte 2) distinguimos el caso en que (u,v) son valores propios

resonantes y el caso en que no lo son. Si (u,v) no son resonantes entonces por el teorema
de Poincaré y el hecho de que nuestro campo es polinomial el sistema (1) se transforma
mediante un cambio de variable polinomial en ’

oo ()

las soluciones algebraicas de esta ecuacién deben corresponderse con las soluciones de (1).

Integrando explicitamente (ver 5.1) se comprueba que para que (1') tenga todas sus

soluciones-algebraicas es necesario que

u 0Y)
J=(O v>’
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con £ € Q.

Si- (u, v) son resonantes entonces ¥ € Q7, en particular u es dlferente de vy asi J debe ,

ser diagonal y con ¥ € Q. Q.E.D.

1.4.3." La siguiente clasificacién de las singularidades de una foliacién con primera in-
“tegral racional y con singularidades aisladas y de multiplicidad 1 serd de utilidad ([P1]).
Sea p € SingF, denotemos por (u,v), u < v el par de nimeros enteros primos relativos
obtenido de los valores propios de F en - '
a)Si ¥ < 0 la singularidad de F en p es llamada una 5111a
b)Si 0 < 7 < 1 la singularidad de F en p es llamada un nodo monocritico.
c)Sit= 1 la singularidad de F en p es llamada un nodo dicritico.

1.5. Integracidn local alrededor de un nodo de F.

'1.5.1. 'Definicién. a)Una curva plana C definida por F = 0 tiene una singularidad

ordinaria de orden 7 en p si la imagen de F en. Op2;, tiene r componentes 1rreduc1b1es no

singulares y con tangentes distintas.
b)Una curva plana C tiene una singularidad cuspidal de tipo (u,v) con r ramas en p
si la imagen de F en Op: ;, tiene 7 componentes irreducibles fi, ..., f, todas con la misma
taugente y tal que cada componente f; satisfaga: .
i) fi es de orden u, esto es, u es el menor entero tal que f no es elemento de m},f‘l,

ii)si { es la ecuacién local de la tangente a f;, dzmc T, l)

(Aqm consideramos OPQ germenes de funciones holomofas en p)..

1.5.2. Veamos la integracién exphcn:a a que se hizo referencia en la prueba de la

proposicién 1.4. 2
Sea

- (200)

y consideremos

La solucién de este sistema es

-esto es _
(1) ' : o z¥ = Ay“.

Si % no fuera racional 1as soluc10nes obtenidas no serian algebraicas, s1m11armente se com-

prueba que si ‘
u -1
=(5 )
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la solucién obtenida tampoco es algebralca
Tomando en cuenta las consideraciones en la prueba de 1. 4 2 vemos que la soluc1on
general de F con primera integral racional debe ser una curva con singularidades de tipo

ordinaria en los nodos dicriticos de F y cuspidales de tipo (u, v) en los nodos monocriticos

de F. Por supuesto también cabe la 1)051b111dad de que la solucién general no sea smguiar‘

en estos puntos.
Sin embargo, la expresién local (1) no permite determinar cudntas ramas (componentes

locales irreducibles) tiene la solucién general en el punto singular en cuestién.

1.5.3. Si p € P? est4 en el lugar base de AF + uG = 0 entonces todas las curvas de este

pincel pasan a través de p, esto implica que la foliacién asociada F tiene un nodo en p.

Inversamente si F tiene un nodo en p existen infinitas soluciones de F a través de p, por

lo tanto p es un punto base del pincel AF + pG = 0.

Los puntos sillas de F se corresponden a singularidades de soluciones nio genencas de
F. Luego son o bien singularidades ordinarias de orden 2 de una solucién irreducible o

_interseccién de componentes irreducibles de un elemento reducible del pincel.
'Ademés el cociente ;\j es igual en el dltimo caso al cociente 72
‘multiplicidad con que aparecen F} y F» como fibra (en el sentido de teorfa de esquemas)

de la aplicacién racional

que define al pincel AF + uG = 0.

1.5.4. Supongamos que en p, la foliacién F con primera integral racional tiene una
~ singularidad de tipo nodo y que la curva general tiene r ramas a través de p, entonces dos
soluciones generales se intersectan con multiplicidad r?uv en p. Del teorema de Bezout y

de la observacién de que los nodos de F estan en correspondenc1a 1:1 con el lugar ba,se-'

del pincel asociado se sigue que
n

'rzuzvi = dz,
i=1

donde n es el nimero de nodos de F'y d el grado de la soluéién general.

- 1.6. Foliaciones holomorfas en superficies algebraicas.

Mas generalmente podemos definir una foliacién sobre una superficie S (algebralca
irreducible, no singular) como un morfismo ‘ ‘

F.:L—-TS,

médulo multiplicacién por una constante, donde L es un fibrado en rectas en Sy T'S el
fibrado tangente de S. ‘ ' ,
Muchos de los resultados enunciados en este capitulo para § = P? pueden extenderse al
caso de superficies més generales. En particular los resultados concernientes a la estructura
local de una foliacién alrededor de un punto singular se extienden de manera inmediata.

donde n;,n, son 1 la
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<o

F tiene primera integral racional si existe una aplicacién racional

S—f—>X,

con X una curva algebraica, tal que las fibras de f sean soluciones de F.
En el caso en que S sea racional necesariamente tenemos X = P!. En efecto, dado

f:8 — X con S racional, sea Y una curva racional en S tal que f |y no es constante,
entonces f determina una aphcacmn racional dominante ¥ — X, como Y es rac1onal se
sigue del Teorema de Liiroth ( [Sh]) que X =P :




CAPITULO 11

EL PROBLEMA DE POINCARE REFORMULADO

A lo largo de este cap1tulo y el siguiente, y a menos que se establezca explicitamente 1o ’

contrario, una foliacién F serd una foliacién en P? con smgulandades aisladas de multipli-
cidad 1. ‘

21 El problema de Poincaré clésico.

2.1.1. ‘Sea F una foliacién holomorfa en P? de grado m. Supongamos que F tie;ié una

primera integral racional R = Ti con F irreducible de grado d.
La pregunta original es: ; cémo identificar si F tiene primera integral rac1ona1‘7 En

término de ws esta pregunta tiene una respuesta algebraica precisa. Si F = 0 es solucién
de F entonces F | df A w, luego determinar si wr tiene alguna solucién de grado d es
equivalente a resolver las ecuacmnes algebraicas:

(1) | HF =dF Aw

con H € (2, / de grado m + d con coeficientes 1ndetermmados

La ecuacién (1) tiene infinitas soluciones irreducibles F' si y solo si existe un pmcel o
AF 4+ pG = 0 de curvas de grado d tal que R = F/ G es primera integral racional de F

(1.3.4).
Esto da un algomtmo para determinar si F tiene primera integral rac1ona1 el paso d de

este algoritmo es resolver las ecuaciones (1) con coeficientes indeterminados para clegF d.
Pero ;, qué sucede si F no tiene primera mtegral racional? Es necesario tener un "criterio

de parada" para este algoritmo. La determinacién de un tal criterio de parada, o lo que
es lo mismo la determinacién de una cota para d en términos de un nimero que dependa -

de CalF, es lo que se conoce como el problema de Poincaré. Su formulacién clésica es:

2.1.2. Problema: Supongamos que F de grado m tiene una primera integral racional -

con solucién general de grado d. Encontrar una cota para d en términos de m.
Los ejemplos de la seccién 2.4 muestran que esta formulacmn del problema no tiene

solucién en general.

2.2. Férmula I de Poincaré.

- 2.2.1. Dado un pincel irreducible AF + pG = 0 de grado d es pdsiblé asociarle una

foliacién irreducible F que tiene a R = F como primera mtegral racional (1.3.5). Recorde-
mos que para esto necesitamos calcular el miximo comiin divisor a los coeficientes de

Typeset by AMS-TEX
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@ = F.dG — G.dF. De modo que en principio no conocemos cudl es el grado de la foliacién
irreducible asociada. . ' _

Dado AF+uG = 0 irreducible el elemento general de este pincel es una curva irreducible
de grado d que tiene singularidades sélo en el lugar base del pincel (Teorema de Bertini),
llamamos a tal curva solucién general de F. Sin embargo para algunos valores (A;, p;) es
posible que A;F + p;G = 0 sea una curva reducible, en tal caso escribimos:

MF 4+ p,G = HUn”

'L]’

"y llamamos d;; = degU;;. Con esta notacién tenemos:

2. 2 2. Proposmlon.(Formula I de Pomcare) Sea F una foliacién en P? con pr1me1a :
integral racional R F/G, degF = d. Entonces

2d — Q—Zdzj ng; — 1)+ m.

ij

Prueba: Sea L una recta en P? que no pase a través de ningin punto singular de F ni ’
sea tangente a ninguna solucién no general de 7. | ‘ |
- Consideramos. la interseccién de L con las curvas del pincel, a cada punto p € L le
corresponde un valor (A, i) determinado por la curva solucién que intersectaa L enp. |
Tenemos as{ definida una aplicacién regular de grado d, i : Pt — PL. '

Si aplicamos el teorema de Riemann-Hurwitz a esta aplicacién obtenemos:

— =—2d+2dzj nzj 1)+m ’

Las rarmﬁcacmnes se obtlenen de las intersecciones de L con las soluciones no reduc1das y
de las m tangencias que debe tener L con F. Q.E.D. .

2.3. Férmula IT de Poincaré (férmula del género).

2.3.1. Sea F una foliacién en P? con primera integral racional, como se hizo notar en .
1.1.5 los nodos de F se corresponden con el lugar base de AF +uG = 0 y la solucién general
C(F = 0) tiene dos tipos de singularidades posibles, ordinarias si el nodo correspondiente
es dicritico o cuspidal de tipo (u,v) si el nodo correspondiente es monocritico.: Ademas se
tiene que % = 51 donde Ay, Az son los valores propios de la parte lineal de F en el punto.
singular (A\; > /\2) g ’
~ Sean py, ..., p, los nodos de F, si r; es el nimero de ramas de la solucién general C en |
p; tenemos ([G-H)): ' ‘ -

20(C)—2=d*—3d~ > rPuw;+ Y mi(ui+vi—1),

=1 i=1
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donde g(C) es el genero geométrico de C (esto es h1(C,Og), con C la normalizacién de |

C).

2.3.2. Propbéxcion (férmula II de Poincaré). Sea F una foliacién holomorfa de
grado m en P? con primera integral racional. Sea d el grado de la solucién general y r;, u;, v;
como en 2.3.1. Entonces:

. "»A : 1) prl uz-i-’Uz)—(’rn-%?.)d

i=1

i)2g—-2=(m-1)d->

i=1"

Pr ueba Sea C g C’ la normahzamon deCyF:L— TP? el morfismo que define la

foliacién.'
Tenemos entonces un morﬁsmo

F lo: 7L |g— TC,

este morfismo determina una seccién s € HY(C,TC @ #* L1 |).

Esta seccién se anula en los >~ r; puntos que se proyectan a los nodos de F, con multi-
plicidad 1 en cada punto. Por otro lado deg TC ® L™* |s=2 — 2g + (m — 1)d.

Luego tenemos

Zm =2—29+(m-—1)d..

La prueba de i) es sunplemente evaluar en la férmula del genero (2.3.1) la expresmn R

anterior. Q E.D.
2.4. Ejemplos.

El siguiente conjunto de ejemplos muestran que el problema de Poincaré clasico no tiene
solucién, el ejemplo 2.4.1 es bien conocido y citado con frecuencia en la literatura, los otros
ejemplos aunque elementales parecen ser nuevos y nos ayudardn a conjeturar qué tipo de
formulacién tiene oportunidad de ser resuelta.

'2.4.1. Ejemplo.([J]) Sea F en P? determinada por:

wg = pyz.de + qrz.dy — (p+ q)yz.dz

con p, q enteros positivos y prmos relativos, (z : y : z) coordenadas homogeneas en P2.

- El pincel de curvas
’ AzPyd + sz-{-q =0
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determina una primera integral dé F. Notemos que en este caso m =1, y el gra‘do‘ de la
solucién d = p+q puede ser elegido arbitrariamente grande. Esto prueba que la formulacién -

clasica del problema no tiene solucién.

2.4.2. EJemplo Este eJemplo muestra que, ademés de ser 1mp081b1e acotar el grado d
en términos de m, es 1mp051b1e acotar g(C).
~ Sea :

® T feae-e-

un pincel de curvas de grado d en A2. Tenemos:
Proposicién. i)El elemento genérico de (1) es irreducible.

ii)La foliacién asoc1ada a (1) tiene grado 2 y todos sus puntos singulares son de multi-

plicidad 1.
iii)Si C es la curva genera] en ( 1)

‘ &1 sid es impar
9C)=9 .,
%= sid es par.

Prueba: i) Supongamos que el elemento génera.l de (1) es reducible. Entonces

@ Y2t e - )y~ 1) = F(o,4)g(e ).

donde f(z,y) =y + fi(2,9), 9(2,y) = v? + f>(«,y), p+ ¢ = d. Pero la parte izquierda de

(2) sélo tiene dos monomios en los que aparece y, as{ que en

@+ Al )W + foley)

debe ser p =d, ¢ = 0. Esto implica que g(z,y) debe ser constante.

‘ Ademés se puede ver entonces que ¥y y 2% %(z — 1)(y — 1) son las tinicas componentes
‘reducibles de (1). ‘ '

Para probar ii) utlllzamos la formula I de Poincaré (2.2.2)

m=2d-2—(d—1) - (d-3)=2.

Para probar que todos los puntos singulares son de multiplicidad 1 se comprueba que
F tiene 7 puntos singulares. En efecto (0,0),(1,0) y la interseccién de y =0 y y = 1 son
nodos de F (1.5.3). Ademds (0,1),(1,1) y la interseccién de £ = 0 y = = 1 son sillas de
F. Por otro lado se comprueba que F tiene otra singularidad sobre la recta = = —Z—_l-

El célculo del género utiliza la férmula 2.3.2 ii). Notemos que si d es impar la singula-
ridad de la solucién general en el origen tiene una rama (r = 1) y por tanto

d+2 3
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analogamente si d es par entonces en la smgularldad en eI origen la soluc1o11 general tiene
* dos ramas (r = 2) y por tanto:

d+2 4
Q(C)—T—g-

QED.

243. Se propbne el ‘si'guiente.p‘roblema: )
Problema: Dada F con primera integral racional acotar el grado d de C en funcién de

m y de las parejas de primos relativos (u;,v;) asociadas a los valores propios de los nodos -

de F (ndtese que en los ejemplos anteriores d < 5_ v;).
Los teoremas 2.5.5 (4 corolario 2.5.6) y 3.3 darén respuesta a este problema cuando:
1) todas las smgulandades son de tipo (1,1) 6 (1,-1),
2) para todos Ios nodos se satisface la relacién v; > 2u; y hay al menos dos nodos con
u; > 1. ’

2.5. Foliaciones asociadas a pinceles genéricos.

+ 2.5.1. Es bien conocido que en la variedad algebralca de pmceles de curvas planas
G(1,N), N = ﬂ el elemento genérico corresponde a un pincel cuya curva general es
no singular, mtersecta transversalmente al resto de las curvas generales y tal ‘que toda
singularidad fuera del lugar base es ordinaria de orden 2 (vea [G-H], pinceles de Lefchetz).

Es claro que la foliacién asociada a este pincel es una foliacién con singularidades de -

multiplicidad 1 y de tipo (1,1) en los nodos y tipo (1,~—1) en las sillas.

Probaremos el resultado inverso: si F es una foliacién en el plano con singularidades de

multiplicidad uno y tipo (1,1) 6 (—1,1) y ademés F tiene primera integral racional entonces
el pincel irreducible asociado es genérico en el sentido que se explicé anteriormente.

B Por la fibra de una aplicacién racional entendemos la fibra en el sentido de la teor;a de
esquemas. Asi, por ejemplo, si expresamos al pincel de curvas planas AF + uG = 0 como

una aplicacién racional f : P2 — P!, la fibra sobre (ug : Ag) serd la curva AoF + poG =0,
que eventualmente es no reducida. ‘

2.5.2. Proposicién. Sea f : P? — P! una aplicacidn racional. Si existen t;, ts, t3 € P!,
tales que f1(t;) = n;B; es un divisor miiltiple (n; > 1), entonces todas las fibras de f son
reducibles (esto es, el pincel f es reducible).

Prueba Sea f~1(t;) = n;E; (E; no necesarlamente 1rreduc1b1e) Sean ]P’2 P? — {UE;},
P! = P! — {t;}. Primeramente comprobaremos que - + + - > 1

Para esto recordemos la formula I de Poincaré (2.2.2)

2d—2=2(nﬁ—1)+m,

1,j
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como n;deg F; = d, tenemos

de aquf se deduce que

Asf que existe un tridngulo A C P! tal que sus 4ngulos interiores son de amplitud =.
Sea G el grupo triangular en P! asociado a A, el cociente de P! por G define una aphcamon
regular

Pl g, Pl

que se ramifica sobre tres valores de P! correspondientes a las érbitas de los vértices de
A. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos tres valores son justamente t;,
t2, t3. Notemos que en una vecindad de un punto de ram.1ﬁcac1on la aplicacién g es de la

forma z", donde z es una coordenada local. Sea P! = P! — {g~1(¢;)}. Tenemos:
P? P!
N
! . :
Pl‘ ; 3 . : -

Nuestro objetivo es construir  : P2 — P! racional tal que f = g o k.

Para esto fijamos pg € B? y consideramos f (po) = tp, elegimos sp tal que so € g 1(730) :

La construccién de h es como sigue: sea p € P? y consideremos una curva con parametro

real uniendo a pg y p, la proyectamos por medio de f y consideramos su levantamiento por

medio de g que comienza en sg, el punto final s de este levantamiento serd por deﬁmcmn
s=h(p). | -

Para demostrar que h esta bien deﬁmda debemos probar que h envia curvas cerradas
en curvas cerradas.

Seay € m; (]P’z, Do)- Del teorema de Zariski de tipo Lefschetz ([F- ]) se deduce que existe

“unarecta L C P2y, € m(L—LN{E;}) tal que v ~ ;. Si~y es unién de curvas cerradas
que dan una vuelta alrededor de puntos de L N E; entonces su imagen por f es una curva
cerrada que da n; vueltas alrededor de ¢; (como f; es localmente de la forma 2z™). Pero

entonces el levantamiento por g de esta es una curva cerrada que da una vuelta alrededor -

del punto correspondiente de g1 (¢;).

Esto prueba la existencia de h. Que h es racional es consecuencia inmediata de que
f = gohy htiene fibras finitas. Q.E. D.

2.5.3. Proposicién. Sea F una foliacién dicritica (esto es, todos sus nodos son
dicriticos) en P?. Supongamos que -F tiene una primera integral racional y sea C una
fibra reducible del pincel asociado. Sea P? =P? — {nodos de F} y C = C |3.. EntoncesC
es conexa. ' ’
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Prueba. Sean py, . ,pn los nodos de .7-" y conszderemos la superﬁme rac1onal S obtenida
por explotar P? en los nodos p;. :

La transformada propia F es una foliacién que tiene como curvas solucién las transfor-
madas propias de las soluciones de F. Supongamos que para C como en las h1p0t951s C
es no conexa, entonces la transformada propia de C serd una curva no conexa en S. Por
otro lado la fibra general del pincel asociado »

es irreducible. Se éigue del lema de Zariski ([B-P-VdV]) que toda fibra de f deb‘e ser -

conexa. Esto es una contradiccién. Q.E.D.

2.5.4. Es cousecuenéia de la Proposicidén 2.5.3 que si todos los puuntos sillas de‘u'n.a'

foliacién dicritica son de la forma (—1,1) entonces todas las fibras de f : P> — P! con
alguna componente miltiple debe ser una potencia de una curva reducida, ya que —1 es

el cociente de las multiplicidades de las componentes de la fibra que se intersectan en taI -

punto (1.5.3).
Combinando 2.5.3 y 2.5.4 tenemos:

Proposicién. Sea F una foliacidn en P? con singularidades de multiplicidad 1. Si F
tiene una primera integral racional irreducible f : P? — P! ¥y todos sus sillas tienen valores
propios (—1, 1), entonces existen a lo sumo dos fibras de f con alguna componente multiple

y en tal caso estas fibras son potencias de curvas reducidas.

2.5.5. Teorema. Sea F una foliacién irreducible en P? con singularidades de valores

propios (1,1) 6 (1,—1). Si F tiene primera integral racional f : P> — P!, entonces todas Ias.
fibras de f son curvas reducidas y la fibra general es una curva no singular que intersecta

transversalmente cua]qmer otra fibra de f.

Prueba. Supongamos que la curva general del pmcel tiene r tangentes dlstmtas en un

nodo dicritico p (1.5.2), entonces tenemos definida una aplicacién regular, P! 2 P! de

| grado r, que a cada direccin en p le hace corresponder el valor de f en la curva tangente -

- a esa d1recc1on .
Por Riemann-Hurwitz tenemos:

J

k

2r =2 =‘Z ri(ni"— 1),

i=1

~donde el indice de la suma varfa en las componentes miltiples del pincel, los n; son las
mult1phc1dades correspondientes y r; el numero de ramas de cada curva multiple en p.
Si usamos la proposicién 2.5.4 tenemos

k
2r—2= —Zri+2r,
i=1
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k
Z’r‘i = 2.

i=]

Como todo cubriente de P! en P! debe tener al menos dos puntos de ramificacién
concluimos que k = 2, r, = 7o = 1. De aqui se deduce que n; = nz =n. Sin > 1 entonces
existe un diagrama conmutativo

P2 (‘.fl :f2) Pl
> l(zz;:z?)
. Pl’ '

donde f7*, f3' ‘son._ las correspondientes fibras multiples del pincel, asi el pincel determinado
por f no es irreducible. Q.E.D. : = -

2.5.6. JCQmov..consecu‘e_zncia del teorema 2.5.5 y de la férmula II de Poincaré (222)

tenemos: : :

. 3 . . 9 . . .
Corolario. Sea F una foliacidn en P° de grado m y con primera integral racional de

grado d, si todos los puntos singulares de F tienen valores propios (—1,1) 6 (1,1), entonces

m=2d—2. -

2.6. El probléma de Poincaré sobre superficies algebraicas.

2.6.1. Si F estd definida sobre S, una superficie algebraica irreducible y no singular, no f

existe una nocién natural de grado de F, ni de grado de una solucién general, asi que el
“problema de Poincaré no tiene una formulacién precisa. Sin embargo podemos plantear el
siguiente problema general: ‘ :

Problema: Dada F : L — TS una foliacién con primera integral racional, ; qué

informacién se puede obtener sobre la solucidn general a partir de la foliacién F7

2.6.2. La férmula II de Poincaré puede generalizarse:

Proposicién. Sea F una foliacidn sobre S con primera integral racional y con puntos

singulares de multiplicidad 1. Sean (u;,v;) los pares de primos relativos asociados a los
nodos de F, entonces:

(1)

Zri(u; ‘-*—‘U.L') =-C- (Ks -I—L)

i=1

(2)
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La prueba de la proposicién 2.3.2 se repite paso a paso para obtener este resultado.

2.6.3. También puede obtenerse la siguiente generalizacién del Teorema 2.5.5:

Sea F una foliacién sobre una superficie racional S con singularidades
5(1,—1). Si F tiene primera integral racional f : § — P%,
entonces todas las fibras de f son reducidas y la cerradura algebraica de la fibra general es
una curva no singular que intersecta transversalmente cualquier otra curva obtemda como

ceuadura de una ﬁbla de f.

Teorema.

Prueba El paso importante para demostrar este teorema es generahzar la proposmzon -

2.5.2 al caso de superficies racionales.
Para esto, dado f: S — P! tal que f- ( ) =mE; (i=1,2,3), consideramos ’P PLC

6 H (el plano de Poincaré), segin sea Lyl + >=6<1 podemos construir un tnangulo_

A en el aprop1ado P, tal que las amphtudes de los angulos interiores a A sean I-. Sea G

el grupo.itriangular soble P asociado a A; entonces existe un subgrupo normal G cG tal '

que para X = P/G
X L pt

es ramificado sobre estos tres valores (ver [F]). A partir de aquf la construccién de h se
realiza como antes. El teorema de Zariski, que en el caso S = P? garantiza que

m(L—Lu{Ei})—»m(S—nEi) | B

es sobreyectlva debe ser sustituido ahora por un teorema de Dehgne

Dada S 2 P? una apllcacmn birracional, para [ una recta generaI en ]P’“ a () =1L
. ) ’

tenemos que

m(L—LNn{E}) — m(5 = U{E}

es sobre ([Fu]).

- La prueba de las generalizaciones de las proposiciones 2.5.3, 2.5.4 y del teorema, 2.5.5
son una repetmon mecénica de las dadas anteriormente. : ,




CAPITULO 111

EQUISINGULARIDAD Y EL PROBLEMA DE POINCARE.

 8.1. La variedad de curvas equisingulares a la
solucién general y el problema de Poincaré.

En este capltulo trabajaremos en la categorfa de espacios complejos.
Recordemos que dos gérmenes de curvas planas (C1,0) v (Co, 0) se dicen analiticamente

equisingulares en 0 si dadas fi, fo ecuaciones locales para C; y Oy,

Ocz0 - Ocz,0
(A1) (fv)

fismo del disco h: A — A tal que f |01 es un homeomorfismo entre C; y Cs.

" Dada una curva irreducible Cy C P? de grado d denotaremos por £g:p(Co) la clausura
algebra1ca en PV del conjunto de curvas equisingulares a Co. Es facil comprobar que este
es un conjunto definido localmente por ceros de func1ones anahtxcas, y por tanto es una

variedad algebraica en PV.

curvas planas de grado d analiticamente eqmsmgulares aCoyque

9@-2‘5—3_2 - () < dime H’(C’o) |

~ definicién).

cuspidales y a51 demostramos que:

3d Erz 2u; —
2 27 2

Notemos que obviamente se tiene dim H'(Co) < dim £¢sp(Co). Ast que el estimado
obtenido es valido también para £gso,(Co). :
Este capitulo estd dedicado a probar el siguiente:

%) < dimeH'(Co).

Teorema 3.3: Sea F una foliacién en P?, con primera integral racional f : P> — P!,
~ con singularidades aisladas de mult1p11c1dad 1 y tal que en todos sus nodos v; > Qul,
supongamos ademds que para al menos dos nodos u; > 1. Sea S la superficie obtenida al

eliminar el lugar de indeterminacién de f. Entonces

3d

5> < hY(S,TS) +8.

Typeset by AMS-TEX

Dos gérmenes de curvas se , dicen topologlcamente equisingulares si ex.lste un homeomor-

En [G-K] se demuestra que existe un. espacio complejo H' (Co) que parametriza a las -

(7(Co) es la suma de los nimeros de Tjurina en cada smgularldad de Cg, vea 3.2.2 para la .

En 3.2 calculamos un estimado para 7(Co) en el caso en que Cq tiene s1ngu1ar1dades-'
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La demostracién se divide en dos casos: para C € £q,0,(Cp), un elemento general existe
un pincel de curvas en £¢;,,(Co) que contiene a C, o no existe tal pincel.
En el primer caso se asocia a un abierto U C G(1,£¢(Co)) una deformacién de la super-

ficie S (por G(1,V) con V variedad proyectiva denotamos la variedad de rectas contenidas

en V). En el segundo caso a un abierto U C £¢(Cy) le asociamos asimismo una defor-
macién de S. La diferenciacién en ambos casos es para garantizar que dos fibras de la
deformacién sean isomorfas si y sélo si existe un elmento a@ € PGL(2,C) tal que envfa

uno de los pinceles asociados (respectivamente curva) en el otro. Esto permite, después de

. pasar al cociente por la accién de PGL(2 C) calcular el nimero de pardmetros efectlvos
~ de las deformaciones.

3.2. Equisingularidad.

3.2.1. Para IOs.:detalles de esta seccién véase [G-K].
'Dada una aplicacién holomorfa entre espacios complejos

f:X—AS

se define una deformacién (X, F,i) de f sobre (T,to), donde T es un espacio compléjo y
to €T, €Omo un diagrama conmutativo ' ‘ , ,

X 45 ox
fL LF
s L SxT
! lm
g € T

tal que ¢ es una inmersién cerrada y 7 o F' es un morfismo plano. Dos deformaciones
(X, F,i), (X', F',i') sobre (T,t,) son equivalentes si existe un isomorfismo X ~ X’ tal que
el diagrama obvio (con la identidad en las segunda y tercera fila) conmute. _

Se define un funtor de la categorfa de espacios complejos con puntos en la categdria de

conjuntos: .

Dx/s(T) = {Clases de isbmorﬁsmos de deformaciones de f sobre (T, t0)}.

Una deformacién de X es una deformacién de f: X — {pto}.
Cualquier deformacién (X, F,i) de f : X — S define una deformacién de X, y para todo
z € X esta define a su vez una deformacién del germen de espacio complejo (X, z). Si esta
deformacién de (X, z) es trivial para toda = decimos que (X, F i) mduce una deformac1on
localmente trivial de X. :
Notemos, por ejemplo que si f : X — S entonces una deformamon localmente trivial es
una familia X sobre S tal que cada X, es analiticamente equisingular a X.
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Se define Djx /;s el subfuntor de Dy/s dado por

<

Dy /5= {elementos de Dy s que inducen una deformacién localmente trivial de X }.

3.2.2. Consideremos el caso particular en que X es una curva singular plana irreducible

Co y S = P2, en este caso tenemos (vea [G- K])
Teorema. EI funtor D, . €s rep1 esentab]e por un espacio complejo H'(Cp) y

_(d_+_3)

dimcH'(Co) 2 ——— — 7(Ch),

donde d = deg(Co) y 7(Co) = e, (Co.D)-

7(Co,p) es el nimero de Tjurina de Co en p, esto es, dada una ecuacién local para Og'

enp,(wy)—o

= dime- C’o,p )
7{Co8) dzm‘*(f,fz_,fy)

3.2.3. Teorema. Sea Cy la solucién general de una foliacién Fy con singularidades de
multiplicidad uno, entonces con la notacién de] Capitulo II para d, Ujy U; Y 7y tenemos:

32d 2“(2 2u) < dimeH'(Cy).

Prueba. Sea [C] € H' (Co). Supongamos que en un punto singular p € C, C tiene r -
.fr, una ecuacién local de C, esto es, en coordenadas locales :

ramasyseaf—() f fi--

i =yt + kizt.

Para calcular un estimado de dim H' (Co) debemos lograr, p01 3 2. 2, una cota’ supenor

Ope
para HO(P2, J), donde J =3~ ¢ m
La mclusmn_ natural

Op2 Op2,, |
¢ = ey @ EP induce:

(f) = (f)
. Opz ‘ Opz
fox Rt et @1_ R
(fafzvfy) (flaf:tafy)
Fijaremos i y calcuIaremos un estlmado para dim¢ 772~ YC ) fz fy) Sea p = 0 en alguna carta
afin y :
: ' { z(t) = o
y(t) =¢

una parametrizacién local de f; = 0.
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Notemos que f; |j=0= fz-x.Hj;i fj, y por tanto
| Ocz2 0
(fia f.Tv’ fy)

Sea h € C[[t*,¢"]], h= 3 kgpt“t%®, para que la i imagen de este elemento en el cociente
no sea cero debemos tener -

= Ol )/ ().

0 <au+bv < ruv— o,

" O§a<rv———v(b+1),
o u

tomando en cuenta que los tinicos valores significativos de bson b = 0,1, ...u—1, obtenemos:

- , (u+1)v
dimg < ruy — ——— +u.
T e R (f, fx, fy> 2
Si repet1mos el mismo cdlculo para cada componente local tenemos
O ‘ o | 1
dimer—F—55 S riuv — w + ru.
(f fxa fy) . 2 .

El préximo paso es calcular un estimado para la dimensién de coker®.
Lema. Sea

E1={Zéxayblogbgu—l,o’gagv—_l},
E2='E1@{ZC:£“yb]vgagzv—l,ogbglu—l},

E EJ 1@{2Cwayb](y—1)v<a<]v-] 0<b<u—1}
Entonces E = (0 El, ,E,_1) C cokerg.

Prueba. -Prunero hacemos notar que:
(0, By, ..., By) C cokere,

pues dado (0, as, .- .ar) con, digamos, am # 0 debemos tener que para algin h;, hs, h €

@czo |
as + faho = fihy + fh,

pero esto es imposible porque en fohs — fih1 — fh no pueden aparecer monomios de los
grados considerados en la definicién de E). '

Sea ahora a = (0, as,as, ...,ar) con o; € Fj_j.
Si a3 #-0, por lo probado anteriormente o € coker¢. Si ap; = O pero a3 & Ey © Ey el

mismo argumento vale, si ap = 0y a3 € E2 © E; tenemos:
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as + fshs.= fihi + fh
az + fshs = foha + fh.

Por lo tanto

| | fi-f2 | (a3 + faha).

Otra vez vemos que esto es 1mp051b1e por motivos de grado. El resto de la prueba. es

una repe’mcmn del mismo argumento. Q.E.D.

- Notemos que , |
dim E = (r’; 1dim By + (r —2)dim (B> © By) + ... +dim (B_; © Br-a),
y dim E; = dim (E & Ej-1) = uv. Como dimFE; = iuv — U(UH) + u, tenemos que:

Opp 'r'uv r(v — 2u)

Gff) = 2 2

Si sumamos sobre todos los puntos singulares obtenemos

dimg

ALY Trwwy 2rl ) ¢ gime i1y

y de aqui se sigue el resultado.‘_ Q:E.D.

3.3. ‘Squ’cvién al Problema de Poincaré cuando v; > 2u;.

3.3. Teorema: Sea F una foliacién en P? con primera integral racional f : P* — P!,

con smgulandades aisladas de multiplicidad 1 y tal que en todos sus nodos v; > 2uz
-supongamos ademds que existen al menos dos nodos con u; > 1. Sea S Ia superficie
obtenida al eliminar el lugar de mdetemunacmn de f. Entonces

?;d < RYS,TS) +8.

Observacién. Si S es una superficie obtenida por una sucesién de n (n > 4) explosiones

de sucesivas de P? tenemos h!(S,TS) = 2n = 8 (vea [K]). Es claro entonces que R} (S,TS)
depende sélo de las parejas (u,v) y por tanto el teorema da una respuesta al problema de
Poincaré. Notemos ademads que la condicién de que existan dos nodos con u; > 1 garantiza
que n > 6.

-Prueba. Consuieramos dos casos:

C.

i) El elemento general [C] € V estd contemdo en un pincel de curvas equisingulares a
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ii) No existe nigin pincel de curvas planas que contenga a C' como elemento general.

Comenzamos con una acotacién importante. Sea C una curva plana de grado d con
 singularidad cuspidal de tipo (u,v) (7 ramas) en p. Si consideramos una cadena minima
de explosiones de P? tal que C C S es no singular, entonces un elemento de PH 0(8,05(C))
se corresponde con una tnica curva C; de grado d tal que:
1) (Ci,p) es equisingular a (C,p).
2) La recta tangente a C en p coincide con la recta tangente a Cy en p.
'E inversamente una curva C; con las propiedades anteriores determina un unico elemento
de PH O(S Os(C)). Notemos que las condiciones i), ii) anteriores pueden ser reformuladas
i) 1 (C,06(C)) >0, o
i) k9 (C,04(C)) = 0.

Caso i. Sea G(1, N) D G(1, V) = {rectas en PV contenidas en V'}. ‘Tenemos una, varie- .

dad de incidencia PY o T'xG(1, N) = {([C],1) | C es elemento del pincel I}, y un diagrama

I Ty
N\ | v
14 G(1,V). 1

Por hipétesis p; es un morﬁsmo dominante. Si aphcamos el teorema de dimensién de la i
fibra (vea por ejemplo [S]), obtenemos: - S : SR : | ,‘;1

(n_; mmV+h%QOdCD~1#&me- : ST i

donde G, = plz(AI‘O), y To CT es una componente irreducible-tal que p; Ir, es dominante. ) i
Sea U C Go un abierto con [lg] € U, tenemos definida la aplicacién racional: o

@WXUHFXM
(z,1) = (d1(z), 1)

(¢1 = el pincel p3*(1)). | | .
Denotemos por By, = {puntos base de ¢; } vy por BCP>xUel conJunto analitico g

B:= {(w,l) | z € By} .

Realizaremos una "explosién paramétrica" a lo largo de B. Si (£(t),7(t)) es una para- |
' metrizacién de una componente de B, definimos localmente la explosién paramétrica como -
el subconjunto de C? x P! determinado por la ecuacién

[z — x(t)] 21 — [y — n(t)] 20 =0,

(2o : 21) coordenadas homogéneas de P'.) : H
Como las curvas en consideracién son equisingulares podemos repetir este proceso hasta i

eliminar las indeterminaciones de ® y asf obtenemos una aplicacién holomorfa

:85—-P xU.
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Notemos que para cadal € U fijo (pra © <I>) 1(1) es la superficie Sy, que se obt1ene al

eliminar las indeterminaciones de la aphcacmn racional ¢ : P? — P!, y o [5¢ = gé;, la
aplicacién’ holomorfa correspondiente. As{ tenemos un d1agrama:

5 4 s
d, | 1@

P! — P'xU
L lpe
' lo € U,

En particular, obtenemos una deformacién de la superficie Sg:
Pop,: S —U.

 Notemos que ®o po es una aplicacién suave (sin puntos criticos y por tanto es plana.

cido)-

Lema. Sean Si, S; superﬁc1es comp]ejas obtenidas mediante Ia ‘explosicién deP? enk

puntos (digamos Sl P(p 2 Sy = P2

(a1,m08) ). Supongamos que existe un isomorfismo

‘$: 8 — Sa.

Entonces existe o € PGL(2,C) tal que a(p;) = ¢; y ¢ = w*a (r:8; — P? la cadena de
explosiones). . : ,

Prueba ¢ induce un 1somorﬁsmo

o PZC(Sv) — ch(Sl)

de modo que si llamamos Fi, ..., B a los divisores excepcmnales en Sy y Fi,..., Fy los divi-
sores excepcionales en Sy debemos obtener (después de un reordenamlento de los 1nd1ces)

o(E;) = F;

De modo que ¢ induce un 1somorﬁsmo

¢ : P~ - '{pls "spk} - Pz _,{QIa '."a qk}

" que puede ser extendido de manera continua por ¢(p;) = ¢;. Ademés ¢(E;) ~ F; permite

extender ¢* a un isomorfismo ¢ : T,P* — T, P2,
Sea X un campo vectorial holomorfo a lo largo de una de una curva C (p; € C),

X = f(z)2 =YY= X = f(w) . Si resolvemos las ecuaciones diferenciales asociadas a -

X y Y obtenemos funciones holomorfas g(z), g(w) relacionadas por

g=go¢.

A51 que ¢ es holomorfa en la direccién determmada por C. Como la eleccién de C es
arbitraria ¢ es holomorfa en p;. De este modo se obtiene un biholomorfismo (,75 de P?, por

tanto ¢ € PGL(2,C).

Para continuar con la demostracién nece51ta.mos el siguiente lema (que debe ser cono-
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i
i
i

- Gy sea un isomorfismo entre S; y So (t € C)
y también las rectas tangentes al lugar base de [; en las -

Q.E.D.

Supongamos ahora que en alguna
supongamos que existe una curva C C U(lp €
y S x C, tal que el diagrama

direccién la deformacién inducida es trivial, esto es,
U) y un isomorfismo entre py 0 @7}(C) = ¢

SoxC——:—_-%Sc :
b
c 2.

conmute.

Entonces, por el lema anterior, debe exis
. En particular a; debe enviar el lugar base del

pincel I, en el lugar base de Iy
correspondientes rectas tangentes al lugar base de lp). Afirmamos que entonces ax(l;) = lo,

~ pues si no, existirian dos pinceles de curvas equisingulares con el mismo lugar base (To
y a;(l;)) lo cual es imposible. Por tanto, equivalencia de deformaciones es equivalente a

equivalencia bajo la accién de PGL(2) en G(1, V). Necesitamos:

Lema. Existe un cociente V en la categorfa de espacios complejos, -

Q:G(I,V)—-)v.

para la accién de PGL(2) en G(1,V).

Prueba, Comprobaremos que se satisfacen las condiciones de Holmann ([Po]) para la

existencia de un cociente analitico:
1)la aplicacién -~ = . , o :
S ®: PGL(2) x G(1,V) — G(1,V) x G(1,V),

(e, 0) = (@)D

es propia. , '
_ 2) para todo I € G(1,V) St(l) = {a € PGL(2) | a(l) = 1}, es finito.

~ Primero veamos 2), a debe enviar el lugar base de [ en el lugar de o(l) y andlogamente -
debe suceder con las rectas tangentes a las singularidades del elemento general de [ (las -
cuales estén bien definidas pues las singularidades son cuspidales). Como existen al menos

dos puntos singulares.en la curva general vemos que existen a lo sumo un ntmero finito de 8
tales que B(1) = I. Esto de paso implica que @ tiene fibras finitas y por tanto es localmente
propia ([B-P-VdV]). Esto es, para cada z € PGL(2) x G(1, V) existe una vecindad abierta

V. de z tal que |y, es propia.
Comprobaremos que ® es una aplicacién abierta. Para esto notemos que si consideramos

(N(N+1)

2 b

G(L,V)—=PY (M=

via la inmersién de Pliicker, la accién de PGL(2) es lineal.

tir a; € PGL(2) tal que la aplicacién indu'cida'>
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“asi @‘ (K ) es compacto Q.ED.
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. En efecto, la accién sobre una curva de grado d-asigna a

un vpolino'mio" ‘ -
(2)‘ S .‘_ZPJ(CLI,a’z‘j)‘T']a o

con deg, P; ~1. :
- Por otro lado las coordenadas de Pluckel son de la forma

)  .(~-saz.b.z"—\a-rbb-"‘);,

Luego la acc1on de « e PGL(2) tarnsforma este elemento en

(2’) »v _ _:_ l"'v<.7.,P](QAT,a)-RI(bK; ) PT(aK Q)Prka a) )

tomando en cuenta que Py, Py son lineales en las pri*neras coordenadas vemos que (27).es

lineal en las coordenadas de Pliicker. De aquf se deduce ficilmente que 9 es abierta.
Sea ahora K C G(1,V) x G(1,V) un compacto y K = ®}(K). Para cada = € K,

y; € D7'(z) elegimos un abierto Vj, tal que ®|y, sea propia, sea Uy, C V;, un abierto tal
que y; € Uy y Uy, C V. Entonces si llamamos U = @(U ) tenefno~ que Ugexls DK ©

esun cubrumento por a,bzertos de modo que emsten 9;1, a:k tales que
1L > K
ademds, & (U ﬂ K ) es un compacto por la construccmn de los L , por tanto

q)_l(K) Ui,jq)_l(éryfj ﬂ K)a

Sea Go el espacm coc1ente de Go. Sea U un abierto 1nc1u1do en la imagen de U en Go,
entonces U determina una deformacién de qSo Se sigue de la construccmn que no existe

~C C U tal que la clase de deformaciones inducida sea trivial. -
. Como H'(S,,TSo) parametriza las clases de equivalencia qe’ deformaciones infinitesi-
“ males de S, tenemos por el teorema de dimensién de la fibra, que: :

dim Go — § < K (S0, TSo).

‘Caso ii. El arvumento 51gue las mismas lineas. Sea U C V un abierto, [Co] € U
Deﬁmmos

B = {(z, [C]) eEPPxU l z es punto singular de C},
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y un proceso similar muestra que obtenemos ® : § — U una familia plana con S; =
. ‘superficie obtenida al desmrrularlzal Co. Otra vez tenemos la existencia del espacio analitico

V/PGL(2). _
Si C C U es una curva tal que la deformamon inducida es tnvzal entonces si So =5

los pares (p;, L;), (gi, L) de puntos singulares y rectas tangentes de C’o y Ci cumplen que
existe a € PGL(2,C) tal que : ,

afp) =g o(L) = L.

Por hipétesis la Unica curva en V' con puntos smgulares en g; y recta tangente L’ en ql o

es a(Oo) asi que es 1mp031ble la existencia de una tal curva en U. Luego’

dimU 8 <'dim {espaao de deformaciones de So} hl(So TSO)

Luego tenemos el teorema en este caso

~QE.D.

Guanajuéto Enero 1991 - Morelia Octubre 1994.
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